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Аннотация. Интерполяционно-ортогональные периодические всплески, построенные
авторами ранее, применены для оценки кривизны графиков гладких функций, заданных
своими отсчетами на равномерной двоично рациональной сетке.
Пусть y = f(x) — дважды непрерывно дифференцируемая 1-периодическая функция
на прямой R. Как и в работе [1], рассматривается задача о конечномерной аппроксимации
кривизны
K(x; f) =
f 00(x)
(1 + (f 0(x))2)3=2
кривой — графика функции f(x) в метрике пространства C[0; 1). Только теперь в каче-
стве аппроксиманта берем кривизны графиков очень просто конструируемых функций из
пространств eVj (j 2 Z) 1-периодического кратномасштабного анализа (КМА), порожден-
ного масштабирующими функциями 's(x) (s = 1; 2) из нашей работы [2]. Там 's(x) —
модифицированные масштабирующие функции Мейера – Осколкова '"(x) [3, 4], которые
определяются своими преобразованиями Фурье b'"(!) такими, что
supp b'" = [ ("+ 1)=2; ("+ 1)=2] (0 < " 6 1=3);
jb'"(!)j — гладкие четные функции, тождественные единице при j!j < (1  ")=2; и такие,
что jb'"(!)j2 + jb'"(!   1)j2  1 при ! 2 [(1   ")=2; (1 + ")=2]. Для простоты считаем, что
jb'"(!)j возрастает на [ ("+ 1)=2; ("  1)=2]. Тогда, если '0((1 + ")=2) = 0 и b'0"(!) есть функ-
ция ограниченной вариации на R, то j'"(x)j 6 C('")(1 + jxj)2, C('") 6 1 +VarRb'"(!)=(2)2.
Для краткости мы здесь используем только одну модификацию: '2(x) =
Z
R
b'2(!)e2ix!
функции '"(x), полагаяb'2(!) = b'2;"(!) = jb'"(!)j2 + ijb'"(!)j jb'"(!   1)j+ jb'"(! + 1)j:
(В [1] мы считали, b'"(!) > 0, но это и условия монотонности функции b'" при ! < 0 и при
! > 0 необязательны).
В [1] доказано, что функции 's(x) (s = 1; 2) порождают системы f's(2jx  k) : k 2 Zg
(j 2 Z) одновременно ортогональные и интерполяционные: 
2j=2's(2
jx  k); 2j=2's(2jx  l)

L2(R) = k;l; 's(2
jx  l)

x=k=2j
= k;l:
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Оказалось, что аналогичными свойствами обладают и 1-периодизацииes;j;k(x) =X
2Z
's(2
j(x+ )  k) (j 2 Z+; k = 0; 1; . . . ; 2j   1; s;0;0  1)
функций '(2jx   k). Это тригонометрические полиномы порядка Nj = [2j 1(1   ")],
в частности, при s = 2 равные
ej;k(x) = 2 j 1 + 2 [2j 1(1+")]X
l=1
b'" l
2j
2 cos 2lx  k
2j

 
 2
[2j 1(1+")]X
l=[2j 1(1 ")]
b'" l
2j
b'" l
2j
  1
 sin 2lx  k
2j
!
:
При j 2 N и 0 6 k; l 6 2j   1 имеем 
2j=2ej;k; 2j=2ej;l = k;l и ej;k l
2j

= k;l:
Все эти данные (для b'"(!) > 0) обоснованы в [1] и приведены здесь для удобства
читателя. Там же (при доказательстве теоремы 3) доказано, что для любой функции
f(x) 2 eC(r)[0;1] и ее интерполяционной проекции
S2j(x; f) =
2j 1X
k=0
f

k
2j
ej;k(x)
на пространство eVj = spanfej;k(x) : k = 0; 1; . . . ; 2j   1g при каждом  = 0; 1; . . . ; r и 2j > r
справедлива оценка
kf ()(x)  S()
2j
(x; f)kC[0;1) 6 C(r; b'")ENj(")(f ()); (1)
где Nj(") = [2j 1(1   ")]  2j; EN(g) — наилучшее приближение в C[0; 1) функции g(x)
тригонометрическими 1-периодическими полиномами порядка n, C(r; b'") < (4=2) ln r +
+ e+ 4 + C(b'"), C(b'") 6 2KNj(") (см. [5] и [2]) (Kn (n 2 N) — константы Фавара).
С помощью (1), применяя схему доказательства работы [1] с заменой примененных
там аппроксимантов для функций y0 = f 0(x) и y00 = f 00(x) на S2j(x; f) и S 002j(x; f), получаем
следующий результат о погрешности аппроксимации кривизны K(x; f) кривой y = f(x) с
помощью кривизны K(x;S2; (f)) аппроксимирующей ее кривой y = S2j(x; f).
Теорема. Для каждой дважды непрерывно дифференцируемой 1-периодической функ-
ции f(x) при аппроксимации ее интерполяционной проекцией S2j(x; f) на подпростран-
ство eVj  C[0; 1) справедлива следующая оценка уклонения кривизны K(x;S2; (f)) от
кривизны K(x; f) :
jK(x; f) K(x; S2j)j 6 C(2; b'")(ENj(")(f 00) + jf 00(x)jENj(")(f 0)
Следствие. На классе
W (r) = ff(x) : f(x+ 1)  f(x) на R; f (r 1)(x) — непрерывные, jf (r)(x)j 6 1 п.в.g
имеем
jK(x; f) K(x;S2j ; (f))j 6 C(r; b'")(2)r 2Kr 2(2j +Kn 1(2)r 1)ENj(")(f (r)):
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Здесь использованы известные неравенства для 2-периодических функций g(x) и их
наилучших приближений En(f)2 в C2 тригонометрическими полиномами порядка n:
En(f) 6
Kr
nr
En(f
(r)) (r 2 N);
вытекающие из неравенства Фавара kfk 6 Krkf (r)k (Kr — константа Фавара, см., напри-
мер, [1]).
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